4 - A Dinamica do corpo
rigido
TOPICOS FUNDAMENTAIS DE
FISICA

Coordenadas do corpo rigido

= Podemos definir um
sistema de
coordenadas (x°, y’, z
sobre o corpo rigido,

relativo ao sistema
definido no espaco (x,
¥ 2).

Coordenadas do corpo rigido

Dada a ortonormalidade dos versores de base
@.J, k),

resulta

3 3
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0 I#m.
perfazendo 6 quantidades independentes.
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Corpo rigido

Sistema de particulas sujeitas aos vinculos
holonémicos

Embora um corpo com N particulas possa ter
3N graus de liberdade, os vinculos acima
reduzem esse nUmero para apenas 6 graus
de liberdade.

Essencialmente, 3 graus do centro de massa e
3 graus de rotagdo em torno dele.

Coordenadas do corpo rigido

Expressando o mesmo vetor posi¢do tanto num
como no outro sistema de coordenadas,

r—xi+yj+zk=xi+yj +2¥

extraimos a relagdo entre os dois sistemas
como
x' = (ri'") = cosfyx + cosbay + cos B3z
y' = (r-§) = cosfx +cos By + cosbnz
7' = (r-Kk') = cosfyx +cosd3y + cos b3z

Transformacoes

Podemos reescrever como uma transformagéo
r = Ar
Transformagdes sucessivas A e B combinam-se,
resultando numa nova transformagdo C
C=AB
Transformagdes sdo ndo-comutativas
BA #+ AB,

Mas sdo associativas
(AB)C = A(BC)
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Transformacoes Angulos de Euler

Define-se a transformacgao inversa

Para transformacgdes ortogonais, vale a relagdo
onde E é e a transformacao adjunta

Transformagdes c/ determinante negativo
representam inversées, ndo transla¢ées de
corpos rigidos.

Angulos de Euler Os parametros de Cayley-

Klein
Usando os 3 angulos anteriormente definidos, a S&do 4 parametros reais
transformagdo pode ser expressa por Bt—ciel

A= | 2(eje; —eyes)
cos Yreosd — cosd sm@ s 2(eje3 + enea)
A = | —snycosd ~ cosf smecos )

2

andsing 2erez +epes)  2(eres — enea)
2 —el+el— 2 + epe;
cos i sin ¢ + cos # cos ¢ sin slnw.imf?:l i geite g (e2e3 + eper)

2ezes — 2l — e}
—sin¢sng +cosécosgcos¥  cosyrsing (exes —eoe))  GHoei =+

—siné cos ¢ cosé

sujeitos a condicdo

Teorema de Chasles Rotacdoes nao sao comutativas

O deslocamento mais geral possivel de um
corpo rigido € uma translagdo sequida (ou
precedida) de uma rotagdo.




Rotacoes nao sao comutativas

RotacOes infinitesimais

= A matriz de rotacdo fica

1 do+dy) 0
A=| —(d¢+dy¥) 1 dé
(4] —dé 1

= que pode ser escrita como

= De forma que

(A = - A=W =1 +a-o=1

Forca de Coriolis

= Velocidade

= Aceleragdo
dvg dvs
(El—*—(ml+”*“
=a,+2{@wxV,)+ o x (0xT)

= Forca

m Feg =F — 2m(w x v;) — me x (@ x 1)
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Rotacdes nao sao comutativas

Rotacdes infinitesimais

= Velocidades, aceleragdes, etc.

(7).~ (@), +e

Pseudovetores

Ou vetores axiais, sdo vetores matematicos que
se comportam como vetores por
transformagoes proprias (rotagdes),

r—r’ p—p’

mas diferentemente por transformacoes

improprias (reflexdes, p. ex.)
r— -r’ p—
Ex.: L=rxp




Pseudovetores

Energia cinética

Teorema de Chasles: O deslocamento mais geral
possivel de um corpo rigido é uma translagao
seguida (ou precedida) de uma rotacdo.

A energia cinética fica, entao,

T =MV +T'(9,8,9)

Nos casos praticos, o potencial pode, também, ser
decomposto dessa forma.

Com isso, também a Lagrangeana é decomponivel.

Momento angular

Podemos reescrever isso como

2
Ly = omy (rF = x2) — 0ymX,y, — ;M %21

e, igualmente para as outras componentes, ou

Ly = Iyxowx + Liywy + Iy,
Ly = Iyxox + Iyywoy + Iyz0,

Ly = Inxtox + Ipywy + I,
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Dinamica do corpo rigido

6 graus de liberdade:
= 3 graus do centro de massa: (x, y, z)
= 3 graus de rotacdo em torno dele: (6, ¢, )

Momento angular

O momento angular total do corpo com relagao
a um ponto estacionario (centro de massa) é

=)

L=m[r % {(mxr)]

=m [wrf —r(r . w)]

Tensor momento de inércia

Temos, aqui, nosso
, 0 tensor momento de inércia

Como vimos, vetores transformam-se como

Tensores de posto (rank) 2 transformam-se

como "



Tensor momento de inércia

Seus elementos diagonais sdo chamados de
e dados
por
Iy =m (rlz_x..z)
Seus elementos fora da diagonal sdo chamados
e dados por

Tensor momento de inércia

Pode-se, também, estender a expressdo, para o
caso de corpos continuos, como

L= fv P8y — x55) dV

Tensor momento de inércia

Em 2 dimensdes, a energia cinética de rotag¢ao
pode ser expressa como

Trotaon = %haz

Ja para movimentos em 3 dimensdes,

Trotaton = %Iwﬁﬁ)ﬂ(ﬂﬁ
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Tensor momento de inércia

No caso de movimentos em 2 dimensdes, todas
as rotagdes ocorrem por eixos
perpendiculares ao plano. Com isso, o
momento de inércia é um

No caso de movimentos em 3 dimensoes,

o tensor
momento de inércia de forma que seus 3
autovetores formem um sistema de
coordenadas com estes definindo

Tensor momento de inércia

Por exemplo, para um cubo homogéneo de
massa M e lado a, considerando a origem das
coordenadas num vértice e arestas ao longo
dos eixos x, y e z, seu momento de inércia,

fazendo [JS¥EG | serd

Tensor momento de inércia

Ou

Tmtabnn=£n. .n=lI 2
gntn=gle

onde EEIAEEERYS ¢ um vetor unitario na

dire¢do daquela rotagdo



