3 - 0 problema das forcas
centrais

TOPICOS FUNDAMENTAIS DE
FISICA

Forca central

Uma forga central é uma
forca (atrativa ou
repulsiva) cuja
magnitude depende
somente da distancia
r do objeto a origem e
é dirigida ao longo da
linha que os une
(vetorr).

Com isso, o sistema tem
simetria esférica.

A importancia do problema

Conta-se que Halley visitou Newton em agosto de 1684 com um
problema que ele, Robert Hooke e Christopher Wren nao tinham
conseguido resolver: "Qual a forma da érbita de um planeta
atraido pelo Sol por uma for¢a central que varia com o inverso do
quadrado da distdncia?" Newton respondeu imediatamente:
"Uma elipse." Desconcertado, Halley perguntou: “Como sabe?", ao
que Newton lhe respondeu que ja havia resolvido esse problema
antes. Ndo encontrando o papel com a prova, prometeu
reconstrui-la e envia-la a ele.

Em novembro de 1684, Halley recebeu a prova sob o titulo De Motu
Corporum in Gyrum ("Sobre o movimento dos corpos em orbita").

Percebendo a importéncia do resultado e do método empregado,
convenceu Newton a publicar suas descobertas, dando origem ao
famoso Principia Mathematica.
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Redu¢ao a problema de um corpo

Sistema de 2 massas puntiformes m,
e m,, sujeitas a uma forga central
derivada de

Usando o conceito de centro de
massa, a energia cinética fica

my+my +I mymy

As 3 coordenadas em R sdo ciclicas.

A Lagrangeana corresponde ao de
uma particula com massa reduzida
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Movimento é plano

Problema com simetria
esférica, entdo

L =r x p = constant

e o movimento é no
plano perpendicular a

Velocidade areal é constante
(22 Lei de Kepler)

dA_1ad0

— =mr? = | = constant

Equa¢ao de movimento em r
Outra EM:

Sendo f{r) derivavel do potencial V(r),

Q)




Energia conservada

= DaEMemr,

12

=—5 + V = constant.

2mr?

Restantes 2 integrais

A partir da conservagao da energia,

Todt
1| ——=+6
[) mr2(r) +o

com 4 constantes: r, 6, [ e E (e nao ry, 0, V,g € Vgp)

Redu¢ao a problema

unidimensional
Energla

Podemos fazer

_ (forca
centgrlfuga

Da mesma forma,

m + V’= constant.

For¢a do tipo gravitacional

E,, E,: movimento
ilimitado, ponto de
retornoemr,

E;: movimento limitado,
pontos de retornoemr,
er,

E,: movimento circular

E<E,:vimaginaria

For¢ca inversamente quartica

Temos

E<V”:

ro<r; movimento limitado,

pontos de retorno em r,;

Ry>r; movimentoilimitado,
pontos de retornoem r,

E>V’:vimaginaria

Forca do oscilador harmo

Temos
f=—kriihy
Se [=0, o movimento é
limitado e harmonico.
Se I#0, o movimento é

limitado e eliptico,
resultado da combinagdo
de dois movimentos
harménicos

perpendiculares (figuras
de Lissajous).

31/05/2017



31/05/2017

Equag¢bes de orbita Condig¢bes p/ orbitas

fechadas
Sendo

a— Se V’(ry) € um minimo, uma E(r,) levemente
2= 2dd maior do que V’(r,) produz um movimento

ainda limitado, embora ndo circular. (6rbita
._ B ld(1ary 2 =f(n estavel)
mre s JOY a6 \m2as) " mrd =

Se V’(r,) € um maximo, uma E(r,) levemente
maior do que V’(r,) produz um movimento
” ilimitado. (orbita instavel)
r
mrz‘/% (E v z,f,z) Tu(do)depende da segunda derivada de V’ em
ro)-

m
T Pdu

Equacdes de Grbita Eétabllldade da orbita
circular

Para estabilidade da 6rbita,

_ 300
Esta integral pode ser expressa em

= fungdes trigonomeétricas p/ n=1, -2, -3
= fun¢des elipticas p/ n=5, 3, 0, -4, -5, -7

= funcGes hipergeométricas p/ outros casos

=—kr" B —knr"~! <3 > 3
Se T
.

Para orbitas estaveis e pequenos desvios da
circularidade: movimento harménico em torno

de perEZEIR 5 = /4= contan,

Condig¢des p/ orbitas
fechadas

Orbita circular p/ E(ry)=V’ (r,) maximo ou Assim,
minimo

dinf
m=ﬂl'3
v’ c 2 Bertrand u
—=0l f = =—-—
o f o Fro) p—

re que so6 ha drbitas
. fechadas com desvios
2 15 .
E=V()llV = V+%l—24 = E:V(r0)+_2mré maiores p/
mr

(gravitacional)
Condigbes para que qualquer forca central =
e

produza um movimento circular (Hooke)

Teorema de Bertrand




Validade no Universo

os objetos celestes ligados conhecidos
movem-se, pelo menos em 12 aproximagao,
em orbitas fechadas.
= Como a Lei de Hooke
(a'mola’ é limitada),
conclui-se que essa observacdo valida a
crenga de que é geral a afirmagao de que

O problema de Kepler

Para o potencial gravitacional, a integral resulta

9=9’~f‘i—“,

~ 1
comsolugdo  EETEITCEEY

ondeeéa da orbita

o C = i/
e Cé

Natureza das 6rbita

Temos
hyperbola,
parabola,
ellipse,

circle.

Qual a excentricidade da
orbita da Terra?
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Qual a excentricidade da
orbita da Terra?

Calculando os eixos apsidais

O eixo maior da elipse depende sodeFE.
Nos pontos apsidais r; e r,, v=0.

De R 12 t2
—mr + Smr? + V = constant. )

Esses pontos sdo as raizes da eq. acima.

Movimento kepleriano

As integrais

N
T mik2 Jo [1+ecos(@ - 0P
podem ser resolvidas, mas sua inversao para
7(t) e O(t) é muito dificil.
O resultado mais importante é sua 32 Lei:

2ma*? 2ra’?

=1

= [ tmn  Joms
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Vetor de Laplace-Runge-Lenz A hipdtese de Dirac

@[rx(rxi')]

. r
ha um vetor conservado

Problema de trés corpos Campo magnético
‘Coulombiano’

Para cada corpo, uma
equagdo da forma

r-r T -T3

t=-Gmy——= - Cm———
Iry —raf? Iy — e3P

O sistema de equagdes
acopladas ndo tem
solucdo geral, apenas
solugdes particulares.

Os pontos de Lagrange sdo
pontos de minimo ou de
sela do potencial.

Forca de Lorentz

Monopolos magnéticos




Equa¢ao de movimento

Transformacdoes de dualidade

E - cB,cB - —FE
Pe = pm/C, and Jo — jm/c

Equacdes de Maxwell
generalizadas

= pe/€0

:— OB /ot
~(Fop)

= /Jgje + /JgE(ﬁ?E/@fi
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Equa¢bes de movimento

dv

s dt

1
=e (E+vxB)+ g (B—E’UXE>

1 T Ho T
= — — —RU X —
dmeg 1T AT 73

q = eres + g192/C

R = €102 — g1€2

Lagrangiana

1 1 o 15 2 ;
7= 5#7‘42 + Emzﬁ' +gurt sin? @ ¢ ot f;—;u cos 0

Equa¢des de movimento

1 g
Ameg r?

it — prf® — prsin® 0 ¢ —

w0+ 20 — pr® sin 0 cos 0 ¢° = 7%0;{ sinf ¢
A

pr? sin® @ & 4 2% sin B cos 0 6 + 2purvsin® 8 ¢* = l%oh sinf §
Am




Momento angular

L=purxwv
— ur’sinf ¢ 0+ 20 ¢A>;

Momento angular nao
conservado

Integral de Poincaré

JEL—F@H’f
47
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Condicao para orbitas
fechadas

uq /
- —— - 1 £ [ —
4W€0L2[ +ecos (B — )

€= \/1 + 321263 F L2 [ ug?

Monopolos magnéticos

No caso da interac¢do de 2 dyons,

% = C{1+ ecos[(sina)(8 — 6]}

onde o é interpretado como o angulo entre re
J, aintegral de Poincaré

O movimento nao é plano, mas se da sobre a
superficie de um cone!

A Orbita so sera fechada se sinafor racional.




