1 - Equacoes de Euler-
Lagrange

TOPICOS FUNDAMENTAIS DE
FISICA

© www.fisica-interessante.com 09/03/2017 1




Revisao de Fisica

=" | eisde Newton

= Dinamica angular

Momento angular
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Revisao de Fisica

= Conservagoes

De momento linear
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Revisao de Fisica

= Trabalho
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Sistemas de particulas

= Referencial do centro
de massa

= Decomposicao das
velocidades (D.
Bernoulli, 1726)
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Sistemas de particulas

= Forcas externas e internas
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Sistemas de particulas

= Momento angular

L=Rx 11-:?1’-|~EI‘; X P

= Energia cinetica
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Vinculos

= Holonomicos (‘lei inteira’)

= Nao-holonomicos
Ex.: Gas num recipiente:
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Vinculos

* Problemas:
1. Coordenadas nao sao mais independentes.

—> Eqgs. de movimento nao sao mais independentes

Holonomicos = Introduzir coordenadas
generalizadas

2. Forgas de vinculo sao desconhecidas e
descobri-las e resolver o problema.

— Formular mecanica de forma que desaparecam.
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Coordenadas generalizadas

= Generalizadas

N particulas: 3N coordenadas + k equagoes de
vinculo

—> 3N-k coordenadas generalizadas (graus de
liberdade)

I =T} {..":j-'” Ty - AN l)

ry =rnlgis 42 - g3N—4 1)
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Sistemas de coordenadas

= Esfericas,

= Hiperbdlicas,
= Elipticas,

=  (Cilindricas,

= elc
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Coordenadas polares

- of  df af g a :
u DenVadaS: ri = T“,iEDSH +-r,isi119 fa— = T"a—_CDSﬁ' &=
dr dx dy G- X
of __of of o _ 3 |
o . B o T — = ——s1inf +r—cosb
20 Ox sinf + 7 g cos@ EY: W dy

- Versores = {:r:crﬂ,sin 9]

= (—sin 6, cos @)
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Coordenadas polares

= Posicao, velocidade e aceleracao

r = (x,y) = r(cosf,sinf)
= rf
# = (%,7) = #(cos8,sin @) + rf(—sin 6, cosH)
=+ + 100

¥ = #(cos 0,sinf) + 2 rﬂl[—:,lnﬂ cosB)
-1—15“:___— sin 8,cos @) — ro? (cos@,sin @)
= (#—702)7+ (r6+ 2r0)0

= Forca centripeta e forca de Coriolis
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Forca de Coriolis



Coordenadas generalizadas

« Sistema de coordenadas curvilineas sobre o
espaco (variedade) de configuragao de um
mecanismo ou sistema mecanico com um
numero finito N de graus de liberdade.

» O estado fisico de um sistema mecanico e
representado por um ponto do espaco de
configuracao "ampliado" dimensao 2N.
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Coordenadas generalizadas

» Podem ser
as amplitudes de uma expansao de Fourier der,

quantidades com dimensodes de energia ou de
momento angular,

etc.

e EX.:
Péndulo duplo: 8, 6,
Péndulo: x, v
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Exemplo: Péndulo duplo
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Exemplo: Pendulo real

- ----- >~
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Principio de D’Alambert

= Num sistema em equilibrio, o trabalho
realizado por deslocamentos virtuais e nulo.
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Principio de D’Alambert

= Em termos das coordenadas generalizadas,

-
\09q ,
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Equacoes de Euler-Lagrange

= Para forcas derivaveis de um potencial
escalar,
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Equacoes de Euler-Lagrange

« Criadas por Leonhard Euler e Joseph Louis
Lagrange na decada de 1750.
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Mecanica Lagrangeana

« Formulacao da mecanica classica que combina a
conservacao do momento linear com a
conservacao da energia.

« Aevolugcao de um sistema fisico é descrita pela
solucao da Equacao de Euler-Lagrange para a
acao do sistema.
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Acao

« Conceito criado por
Maupertuis e Euler.

o Integral temporal, ao
ongo do percurso do
ponto A ao ponto B,
da vis viva, isto &, do
dobro da energia
cinetica.
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Principio da minima ac¢ao

= E um principio metafisico e variacional,
desenvolvido por Herao, Fermat, Maupertuis
e Euler, e que esta subjacente a todas as leis
da Mecanica.
= “A Natureza e econdmica em todas as suas agoes”

(Maupertuis).

= A Natureza 'escolhe' sempre o caminho que

minimiza a grandeza fisica acao
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Mecanica Lagrangeana

« Equivalente as leis de Newton do movimento.
« Dispensa o conhecimento das forcas envolvidas.

o Possuia mesma forma independente do sistema de
coordenadas generalizadas utilizado.

« Baseada num formalismo escalar mais simples e
geral do que o formalismo vetorial de newtoniano.

« Descreve igualmente bem fendOmenos a baixas
velocidades ou a velocidades relativisticas.
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Mecanica Lagrangeana

1. Expressar T e Vem coordenadas generalizadas

2. Calcular L e suas derivadas
3. Aplicarna EqEL
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Exemplo

= Particula livre no espaco (coord. cartesianas)

R O S '
I'=sm(£° 4y +27),

dx dy az
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Exemplo

= Particula livre no espaco (coord. polares)

d

T (mrzé) = mr?@ + 2mrid = r Fy
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Exemplo

= Maquina de Atwood

T =1 (M + M) i?

L=T-V=3%(M +M)x*+ Mgx + Myg(l — x)
My + M) x = My — M) g,

. My — M

X =
M1+Mzg
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Exemplo

» Péerola deslizando por
fio girando por eixo
perpendicular

X =rCOswit.

y = rsinwt.

mi = mro* =0 = — e(ut
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Exemplo

* Pendulo sobre um suporte movel

1 1
T = Ut —|——mltF ni‘i‘UF n:l}

Ut + 1m [(.i + &0 cos H) - (FH o H) 1

V' = mgypena = —mgfcost

=
I

|
ey

Ut - ™M [(:i? + €6 cos H) - (F:“H sin H) ] + mgf cost

l'~.-l|l—'~ l'~.-l|l—'~ ~

1
[U—I—mllt —I—mHﬂ:mH—k—mF 22 + mgfcosf
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Exemplo

= Pendulo sobre um suporte movel (cont.)

L=T-V
— Ul - 5m (:1? + £ :::::sﬂ) - (!:‘H sin H) + mgf cost!

J-l

1
— U—I—mllt —|—thH:mH—|——m! 22 + mgf cosf

d
[E M +m)i + mlf ¢ I:I'-.Hi| =)
dt

(M +m)x + mff cos — mf6*sinf = 0

d

KT [mttfmaﬂ—H Br] —l—n.efttﬂ—l—qramﬂ— 0
|

. aqa . _
i + T :_..:::sH + ?51118‘ =10
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