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Resumo

Com o objectivo de provocar uma discussdo em classe, numa aula de Geometria, propus, certa
vez, um conhecido paradoxo geométrico envolvendo a conservacio da drea. Apresento aqui esse
paradoxo, comento as reac¢des dos alunos a luz da teoria de Piaget referente ao desenvolvimento
das nocdes de conservagdo de quantidades continuas e finalmente forneco de forma sucinta a sua
solucao.

O Paradoxo

Neste paradoxol, apresenta-se o quadrado da primeira figura que, a semelhanca de um tabuleiro
de xadrez ou de damas, mede 8 unidades de lado e contém, portanto, 8 X 8 = 64 unidades de area
(quadradinhos), dividido nas partes A, B, C e D, conforme indicado.
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Vé-se, porém, pela figura seguinte, que essas partes podem também ser reunidas de forma a
construir um rectangulo. Mas, medindo-se o rectangulo recém-formado, verifica-se que mede 5 X
13 = 65 unidades de drea, uma unidade a mais que o quadrado original! (experimente!)
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E isso néo ¢ tudo, pois vé-se da terceira figura que essas partes A, B, C e D podem ainda ser
arranjadas de forma a obter uma figura com 63 unidades de area, uma a menos que o quadrado
original!
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Quando o objectivo da apresentagdo deste paradoxo é meramente recreativo, é frequente o
quadrado original, bem como suas partes serem feitos de metal polido ou outro material
qualquer, sem apresentar quaisquer marcas de referéncia. Quando, ao contrario, como aqui, o
interesse € geométrico, eles sdo apresentados identicamente quadriculados de forma a ser
possivel, também, contar ou calcular a quantidade dos quadradinhos (unidades de 4rea) presentes
em cada configuracéo.

As reaccoes dos alunos

Apresentei o paradoxo na forma da figura inicial impressa sobre acetato transparente, ja
recortada da maneira indicada, fazendo uso de um retroprojector. Apds cada transformacio,
reconstrui a figura em sua forma original, revertendo o processo. Desta forma, durante as
operacdes de separagdo e reagrupamento, todas as quatro partes A, B, C e D da figura
permaneciam no campo visual dos alunos; cada uma € apenas deslocada ou rodada. Com este
procedimento, os alunos podiam seguir cada parte em seu percurso, e identificar cada uma delas,



tanto numa como noutra configuracao final.

Eu esperava que os alunos, de uma licenciatura ligada ao ensino de Matematica,
surpreendessem-se e considerassem esses resultados inconsistentes. Mas o efeito em sala
surpreendeu a mim: alguns alunos consideravam natural que a drea da figura se alterasse
conforme a disposi¢do das partes! E despoletou-se uma discussdo com a maior parte do grupo a
tentar convencer os colegas de que a drea teria de ser sempre a mesma, ficando a busca da
solu¢@o do paradoxo para um segundo momento.

Piaget e Inhelder’ estudaram as explicacdes de criancas a situacdo em que um objecto é
submetido a seccionamentos e alteragdes de disposi¢do das suas partes. A questdo colocada a
crianga € se essas transformagdes afectam os caracteres fisicos do objecto (comprimento, drea,
volume, peso ou quantidade de matéria) ou se apenas se referem ao aspecto geométrico (forma e
dimensdes). O problema da conservacdo decorreria sempre do conflito entre os dados da
percepcdo e as operagdes racionais. Segundo aqueles autores, em média, as nogdes de
comprimento e de distdncia surgem entre os 6 e 8 anos, a de superficie entre os 7 e 8 anos, a de
quantidade de matéria entre os 8 e 9 anos, precedendo curiosamente as conservagdes de peso,
entre os 10 a 11 anos, e de volume, entre os 11 a 12 anos.

Todavia, nem a mera identificagc@o das partes A, B, C e D na figura final e nem a reversdo do
processo, pela reconstrucdo da figura em sua forma original apds cada transformagdo, parecia ser
suficiente para aqueles alunos serem levados a supor a conservacao da drea. E nem a
possibilidade de dois reagrupamentos diferentes, conduzindo um a uma aparente diminuicio e o
outro a um aparente aumento da drea causavam estranheza a esses alunos. Tal como as criancas
observadas por aqueles autores, os alunos, iludidos pela percepg¢éo subjectiva, ndo acreditavam
na conservacao da drea das proprias partes A, B, C e D, uma vez separadas da figura original,
parecendo antes natural que se encolhessem ou dilatassem. E, por consequéncia, ndo viam ali
nenhum paradoxo.

Tendo em conta entdo que, segundo Piaget e Inhelder, quando a conservacdo de volume é
alcancada, efectua-se também uma fusdo entre as tr€s conservacdes de substincia, peso e
volume, usando-se alternativamente uma para justificar a outra, decidi apelar para uma analogia
para retornar a discussdo inicial. Colocando, assim, énfase no segundo processo de medida,
chamando a aten¢do para o nimero de quadradinhos como um sistema de unidades, ndo s6 para a
quantifica¢do da drea como da propria quantidade de matéria, propus aos alunos imaginarem-se
no papel de empregados numa ourivesaria com a figura a representar uma placa de ouro. Assim,
se, ao fim dum dia de trabalho, o patrdo, desejando conferir a quantidade de ouro montasse a
figura na forma do rectingulo, deveria querer que os alunos/empregados prestassem contas da
porcdo de ouro desaparecida! Argumentei que eles poderiam contestarem-no reunindo as pecas
na forma do quadrado original ou, melhor ainda, na forma da terceira figura, quando teriam
direito a alguma compensacdo financeira! O absurdo de tal situacdo deveria ter algum efeito,
esperava eu.

Verificou-se, entdo, aparentemente maior concordancia no paradoxal da situacdo e ndo demorou
para que, na discussdo retomada, alguns alunos comegassem a aproximar-se da solucdo do
paradoxo, objectivo inicial da actividade.

A Solu¢ao do Paradoxo

Para beneficio daqueles que ainda ndo conheciam este paradoxo, faz-se em seguida sua breve
andlise.



Vé-se da primeira figura que as partes A e B sdo, por construcio, idénticas, bem como as partes
C e D. Desta forma, as suas junc¢des no quadrado original sdo perfeitas, com inclina¢des 3/8 e 2/5
ou 0,375 e 0,4, respectivamente, nimeros bastante proximos mas néo idénticos.

Quando se constréi o rectangulo da segunda figura, as jungdes entre os pares A/C e B/D ja ndo
podem ser perfeitas, de vez que as inclinagdes, como visto acima, ndo sdo as mesmas. Mesmo a
juncdo do par A/B ao centro do rectangulo ja ndo se efectua pois, por for¢a da falha nas outras
jungdes, estas partes estardo separadas ainda que por uma distancia muito pequena. O resultado é
que o que parece ser a diagonal do rectdngulo, ndo é sendo um paralelogramo muito alongado
com bases correspondentes aos lados obliquos das partes A e B e lados correspondentes aos das
partes C e D. A drea dessa figura corresponderd a do misterioso quadradinho aumentado. Dito de
outra forma, cada um dos supostos quadradinhos situados sobre essa falsa diagonal estard
incompleto, de tal forma que suas dreas, somadas a dos restantes completos, perfaca os 64
quadradinhos completos originais.

Quando se constréi a terceira figura, ao contrario, ha uma subtil superposicdo entre os pares A/C,
B/D e A/B, reduzindo a area total justamente no equivalente ao quadradinho em falta.

Hi indmeras variacdes possiveis deste paradoxo', baseadas todas porém, como aqui (5, 8, 13),
em figuras com propor¢des baseadas na conhecida sequéncia de Fibonacci.

Conclusao

Paradoxos podem ser um recurso util para motivar e despertar interesse em sala de aula e
conflitos cognitivos podem ser um factor importante na construcdo de novo conhecimento pelo
aluno. Por outro lado, podem também ser interessantes para aceder a falhas na estruturacdo do
conhecimento, tal como ocorreu aqui. Embora Piaget e Inhelder tenham constatado que as
conservacdes elaboram-se naturalmente entre os seis € os doze anos, mesmo nos primeiros anos
de faculdade encontram-se estudantes que ainda apresentam reac¢des de ndo-conservacgdo. Vale a
pena perguntar porque o ensino fundamental ndo auxiliou a que estes alunos tivessem
desenvolvido as conservagdes e, por outro lado, porque o sistema escolar permite que alunos
tenham notas suficientes em Matemadtica, incluindo Geometria, desprovidos um conceito tdo
fundamental. Esses alunos sabem talvez, as férmulas para calcular as areas de vdrias figuras
geométricas mas ainda ndo t€m o conceito de drea. Ja observei o mesmo tipo de problema em
Fisica, quando os alunos chegam a faculdade, por exemplo, sem um conceito de «forca» bem
estabelecido, tdo fundamental na Fisica quanto o de drea na Geometria. E 0 mesmo tem sido
observado em Quimica e em vdrias outras dreas de conhecimento. Ou seja, pergunta-se que
Matematica estd-se, afinal a ensinar?
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