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Resumo

Neste trabalho, apresentamos, de forma simples e informativa, o tema "Computacdo
Algébrica", visando despertar e estimular a comunidade brasileira de Ciéncia e
Tecnologia para o uso desta nova ferramenta.

O objetivo da Computacdo Algébrica é propiciar a execucdo, em computador, de
calculos com varidveis indefinidas, de maneira eficiente e exata.

Virios sistemas de computagdo algébrica vém sendo desenvolvidos e aplicados em
muitos campos de pesquisa. Alguns desses sistemas, suas linguagens de implementacéo
e aplicagdes sdo, também, discutidos.

Introducao

Em muitas dreas da atividade humana, fazemos uso de nimeros. Freqiientemente, este
uso € intenso e ,por isso, 0 homem vem procurando desenvolver métodos artificiais para
auxilid-lo. Provavelmente, apds o uso dos dedos, o primeiro dispositivo artificial de
célculo foi o dbaco. Sucedendo ao dbaco, Charles Babbage criou, no fim do século 19, a
Maiquina Analitica, que apresentava muito mais recursos. Depois, teve-se a régua de
célculo e hoje estamos acostumados a conviver com computadores gigantescos e
calculadoras de pulso.

Todavia, estamos acostumados também a pensar que essas maquinas podem realizar
célculos apenas com numeros. Parecemos acreditar que o nivel de abstracdo que a
mente humana precisou atingir para conceber o cilculo com quantidades indefinidas — a
dlgebra — torna-o proibitivo para essas mesmas maquinas.

O fato, porém, é que os computadores podem trabalhar com simbolos e nido ha
nenhuma novidade nisso. Estamos habituados a cadastros computadorizados de nomes,
de titulos de livros, etc.

Alids, ja em 1844, Lady Lovelace, protetora de Charles Babbage, previu a possibilidade
de sua maquina manipular simbolos. No entanto, s6 em 1953 conseguiu-se construir um
sistema que realizasse cdlculos algébricos simples: diferenciando-se sen x” obteve-se
2 x cos x°. Note-se que x é uma quantidade indefinida, sendo o célculo acima
vélido para qualquer valor de x.

E interessante ressaltar que o primeiro sistema capaz de realizar integracdes indefinidas
(uma tarefa muito mais dificil que diferenciacdo, uma vez que ndo hd uma estratégia
definida a priori para aquela) foi elaborado por um pesquisador interessado em estudar
os processos da simulagéo da inteligéncia humana.



Hoje, felizmente, o profissional pode contar com sistemas computacionais algébricos,
poderosos auxiliares que lhe oferecem recursos matemadticos equivalentes a uma
verdadeira enciclopédia de técnicas de célculo na ponta dos dedos, aliados a capacidade
de tratar expressdes realmente enormes, a uma velocidade muito superior a do ser
humano e, principalmente, praticamente sem possibilidade de cometer erros. Fazem o
papel, no dizer de Joel Moses, de um "assistente matematico".

Um exemplo da poténcia de calculo desses sistemas, é a repeticdo em computador dos
célculos efetuados por Charles Delaunay, no fim do século passado, referentes a posicdo
da Lua em sua 6rbita como fungdo do tempo. A mio, Delaunay levou 10 anos para
efetuar esse cdlculo e mais 10 anos verificando-o, tendo publicado os resultados em
dois volumes.

Hoje, esses cilculos podem sem refeitos em computador em menos de um minuto,
verificando-se, essencialmente, apenas um erro em todos os dois volumes de resultados
(algo realmente notével).

Num exemplo da confiabilidade que se confere hoje em dia a esses sistemas, num
trabalho de E. Grahan e D. R. Moore, no qual reduziram as equagdes de movimento de
um fluido a um conjunto de equacdes diferenciais lineares simples, a observagdo de que
os sistemas CAMAL e FASM foram utilizados para o cdlculo foi deslocada do
paragrafo de encerramento para a introducdo, para que o leitor utilizasse o resultado
com confianga, ndo perdendo tempo em conferi-lo.

Apesar dos sistemas algébricos terem sido usados em dreas tdo distintas do
conhecimento humano como Relatividade Geral, Teoria dos Numeros, Quimica,
Economia e Processamento de Imagens, para citar apenas algumas, somente uma
pequena parcela dos usudrios potenciais tem desfrutado de seus recursos, desperdigcando
tempo e esfor¢o, realizando manualmente cédlculos que poderiam ser obtidos
rapidamente e com absoluta confiabilidade.

Talvez, um dos motivos para que isso ocorra venha a ser o fato de que as linguagens de
computador mais divulgadas (FORTRAN, COBOL, etc.) ndo sdo apropriadas para
célculos algébricos.

Os sistemas algébricos mais poderosos, atualmente em uso, sdo codificados em
linguagens como LISP e C, as quais trabalham com listas ou conjuntos de elementos
(chamados atomos), ao invés de com ndmeros. Porém, o fato do pesquisador nio estar
familiarizado com essas linguagens nao justifica sua ndo familiaridade com os sistemas
algébricos, pois ndo €, na verdade, necessario conhecé-las para poder uséi-los.

Estes sistemas, em geral, propiciam uma comunicagdo facil com o usudrio, facilidade
essa que é maior ainda no caso dos sistemas especializados, nos quais o prejuizo da
generalidade é plenamente compensado por recursos especificos e por uma notagéo
muito mais proxima aquela que seu usudrio emprega nos célculos a méo.

No dizer de Inge Frick, da Universidade de Estocolmo, sobre a utilizacdo do sistema
SHEEP, especializado em Relatividade Geral, "vocé simplesmente fala com ele
corretamente e ele lhe responde em seguida".



De fato, o usudrio iniciante precisa conhecer apenas alguns comandos bdésicos do
sistema algébrico e alguns do préprio computador (como ligar o terminal, como acessar
o sistema, etc.). Este usudrio usa o sistema algébrico como uma espécie de calculadora
algébrica, calculando integrais, resolvendo equagdes diferenciais, etc.

Numa fase posterior, o usudrio, para tirar maior proveito do sistema e para construir
algoritmos mais eficientes, procura conhecer mais a fundo todos os recursos que o
sistema oferece. Este usudrio constrdi verdadeiros programas, usando o sistema como
uma linguagem de programacgio.

Finalmente, o usudrio chega ao ponto de necessitar recursos que o sistema nédo oferece.
Neste ponto, os sistemas flexiveis permitem que o usudrio incorpore facilidades novas,
codificadas, freqiientemente, na propria linguagem de implementagdo. Aqui, o usudrio
pode passar a ser um colaborador do criador do sistema, desenvolvendo-o.

Outro motivo que dificulta a difusdo dos sistemas algébricos €, certamente, sua
exigéncia de memoria do computador. Enquanto um pequeno microcomputador de 8
bits, com 64 Kbytes de memoria, ou mesmo uma calculadora sofisticada podem realizar
célculos numéricos uteis, os mesmos serdo capazes de realizar apenas cdlculos
algébricos triviais.

Para um calculo realmente sério, serd necessirio 1 megabyte de memoéria e um
pesquisador provavelmente necessitard 2 megabytes ou mais, o que estd muito acima da
capacidade de um micro, atingindo o nivel das maquinas chamadas supermicros ou
superminis. No entanto, um micro PC-compativel, com 640 Kbytes, ja podera realizar
célculos algébricos interessantes e existem versdes de sistemas como muMATH para
eles, estando também sendo feitas versdes de REDUCE e SCHOONSHIP.

Computacao Numérica versus Computacao Algébrica

Na introdugdo, apareceu um exemplo de computacido algébrica, uma diferenciagio.
Vejamos, agora, mais alguns exemplos para que fique claro a diferengca com relagéo a
computacdo numérica:

No exemplo 1, expandimos uma expressdo que resulta num polindmio de alto grau. O
procedimento consistiu em abrir os parénteses, efetuando as exponenciacdes e
multiplicacdes correspondentes, simplificar os termos de poténcia semelhante e escrever
o resultado em ordem decrescente da poténcia da varidvel. Tudo isso foi realizado
automaticamente pelo programa algébrico, bastando apenas digitar a expressdo de
entrada e ele respondendo com a expressao simplificada. Na verdade, ele imprime todos
os 71 termos do polindmio. Por edi¢do, deixamos apenas alguns termos tipicos. Note,
também, que os coeficientes sdo nimeros arbitrariamente grandes.

1: (x=1)**20* (2*x-1)**20*(3*x-1)**30;

215892499727278669824*x**70 - ... +
418692282395141768550832249605496*x**40 +...+
+ 534866040*x**5 + 19078420*x**4 — 535080*x**3 + 11065*x**2 - 150*x + 1

Exemplo 1 Expandindo um polindmio de alto grau



No exemplo 2, apresentamos alguns exemplos de diferenciacdo simbdlica. As fungdes
diloge erf sdo as fungdes matemadticas dilogaritmo e fungao erro.

2: DF(COS(X),X);

- SIN(X)

3: DF(ATAN(Y),Y);

1/(Y**2+1)

4: DF (EXPINT(Z),Z2);

E**Z/Z

5: DF(DILOG(U),U)

- LOG(X) / (X-1)

6: DF (ERF (X),X);

(2*SQRT (PI) )/ (E** (X**2)*PI)

Exemplo 2 Diferenciacio

No exemplo 3, temos uma integracdo simboélica. Note o tempo de CPU que o sistema
levou para esse calculo: menos de meio segundo!

7: INT(LOG(X)**5,X);

X* (LOG(X) **5 — 5*LOG(X)**4 + 20*LOG(X)**3 — 60*LOG(X)**2 + 120*LOG(X) - 120)

Exemplo 3 Integracao

No exemplo 4, demonstramos que as linguagens simbélicas podem também, em geral,
trabalhar com nimeros. Esses sistemas, via de regra, sdo mais lentos, para esse tipo de
célculo, que linguagens essencialmente numéricas como FORTRAN, mas permitem
uma precisdo muito grande. Como exemplo, temos o niimero pi com 50 digitos de
precisdo (e poderiamos apresentid-lo com precisdo ainda maior!). Em seguida,
calculamos coseno (T /6), também com precisdo de 50 digitos. Para verificar a exatiddo
do célculo, cujo resultado deveria ser a raiz quadrada de 3 dividida por 2, elevamos o



resultado obtido ao quadrado. Note que, como o resultado € exato, temos apenas dois
digitos, embora a precisdo admitida continue sendo de até 50 digitos.

8: PRECISION 50; PI;

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751

9: COS(PI/6);

0.86602540378443864676372317075293618347140262690519

10: WS**2;

Exemplo 4 Precisdo absoluta

No exemplo 5, obtemos um ndmero bastante grande, num exemplo de célculo com
inteiros.

11: 2**1000;

10715086071862673209484250490622218105614048117055360744375038
83703510511249361224931983788156985812759467291175531468251871
45285692314043598457757469857480393456774824230985421074605062
37114182153046477498358194126673987675591165543946077062914571

1964776865421676604298316526243868837205668069376

Exemplo 5 Célculo com grandes nimeros

Um ponto importante a se levar em conta em computacdo algébrica é a ocupacio de
memoria. Inicialmente, tem-se que uma expressao algébrica, por mais simples que seja,
ocupa mais memoria que um numero em ponto flutuante em linguagens convencionais
como FORTRAN. Além disso, h4, também, o problema dos resultados intermediarios
que ocupam bastante memoria (vide a secdo sobre LISP).

Outro aspecto relevante dos sistemas algébricos baseados em linguagens como LISP e
C € a caracteristica da recursdo, isto €, um programa ou fung¢éo referir-se a si mesmo na
sua defini¢do. O exemplo cldssico de recursdo € a defini¢do do fatorial:



0!=1

n!=n(n-1),n>0

Isso permite, freqiientemente, a codificacdo de programas mais elegantes e, por vezes,
sO se possui uma defini¢do recursiva para a funcdo desejada.

No entanto, em alguns casos, esse recurso nao é conveniente, pois forma-se uma cadeia
de resultados pendentes da defini¢do recursiva até se encontrar um resultado que pode
ser retornado no caminho inverso, obtendo-se o resultado final. Esquematicamente,
terfamos, por exemplo, para o fatorial de 4:

4! (cédlculo proposto)

4*3! (aplicacgao recursiva)

4*3*21

4x3%2*71 !

4*x3*2*1*0! (encontrado o cdlculo definido 0!)
4*3*2*1*1 (retorno da recursao)

4*3*2%1

4*3%2

4%6

24 (fim do célculo)

Até ser encontrado o resultado definido 0!, foi sendo construida a cadeia de resultados
pendentes intermedidrios, consumindo memodria. No caso de uma definicio ndo
recursiva do fatorial, ao estilo FORTRAN, teremos uma seqiiéncia de multiplicagdes,
usando sempre a mesma quantidade de memdria, sem resultados pendentes.

Essa utilizagdo maior de memdria pode ser catastréfica. No exemplo 6, apresentamos
definicdes recursiva e iterativa do fatorial e aplicacdes, verificando-se a sobrecarga de
memoria no caso recursivo.

A linguagem LISP

A linguagem LISP trabalha com listas de elementos, os quais podem ser outras listas ou
elementos simples (chamados d&tomos). Exemplos de listas sao:

(ABCD)
((RENATO PIRES) (CBPF RIO))

Tem-se em LISP fun¢des para manipulagdo de listas. Por exemplo, a fun¢do CAR d4,
como resultado, o primeiro elemento de uma lista, CDR retorna o restante da lista,
retirado o primeiro elemento; estas fungdes podem ser combinadas como CADR (CAR
doCDR), CDDR (CDR do CDR), etc. Tem-se também predicados 16gicos como: EQ que



devolve o valor true (verdade) se os dtomos comparados s@o iguais e nil (falso) se
diferentes,ATOM que devolve true se o elemento analisado é um atomo e nil caso
contrario. Tem-se ainda IF que testa uma condicdo e retorna o primeiro argumento
fornecido se a condicdo for verdadeira e o segundo se falsa e COND que testa uma série
de condig¢des devolvendo o valor do argumento correspondente a primeira condi¢do que
se verificar verdadeira. Note que os comandos de LISP sdo, por sua vez, também listas.

Como exemplos do funcionamento dessas funcdes, temos

(CAR(ABCD))=A

(CDR(ABCD))=BCD)

(CADR(ABCD))=B

(CDDR (ABCD))=(CD)

(CAR ((RENATO PIRES) (CBPF RIO)) = (RENATO PIRES)
(CDAR (RENATO PIRES) (CBPF RIO)) = (PIRES)

(EQ (A A)) =true

(ATOM (A B CD)) =nil

(IF (ATOM A) A (CAR A))=A

(COND (c; vy) (€3 V2) (€3 V3) ...)

Em LISP, expressdes algébricas, contrariamente a linguagens como FORTRAN, sdo
escritas em notacdo prefixada, isto é, o operador vem a frente dos operandos. Por
exemplo, temos

notacao notacao notacao
usual FORTRAN LISP
F+x+3 X*X+3%x+3 (+ (+ (*x x) x) 3)

Esta expressdo, por demais simples, ocuparia, no cédigo mais comum dos usados para
armazenamento de expressoes, no qual se utiliza 1 byte para cada caractere, 6 bytes. Em
LISP, seriam necessdrios no minimo 18 bytes, considerando-se que cada &4tomo
necessite de 2 bytes para ser armazenado.

Em computagdo numérica, uma posicdo de memoéria com 4 bytes pode armazenar um
ndmero inteiro de magnitude maxima 2.147.483.647 ou um ntimero em ponto flutuante
de magnitude entre 10" e 107, com 7 digitos de precisdo, o que € suficiente para a
maioria dos cdlculos numéricos. Por isso, ndo € incomum um célculo algébrico
necessitar de 2 megabytes ou mais. Além disso, durante um célculo a ocupagdo de
memoria por cdlculos intermedidrios pode ser desastrosa. Por exemplo, seja a expansio
de (x+a)3:

(eréz)3

(x+a) (xx + xa+ ax + aa)

= (xxx + xXxa + xax + xaa + axx + axa + aax +aaa)



(XXX + axx + axx + aax + axx + aax + aax +aaa)
(XXX + axx + axx + axx + aax + aax + aax +aaa)
(x3 + ax’ + ax® + ax® + a’x + a’x + a’x + a3)

3

(x> + 3ax’+ 3a’x + a°)

Temos, nas primeiras duas linhas, a abertura dos parénteses, efetuando as multiplicacdes
correspondentes. Em seguida, alfabetiza-se cada termo, colocando os termos de cada
produto em ordem. Efetuam-se os produtos e alfabetizam-se, entdo, os termos da
expressdo. Finalmente, simplificam-se os termos semelhantes, obtendo o resultado
desejado.

O ponto a se ressaltar aqui € que as listas contendo os resultados intermedidrios sé serdo
descartadas apds a obtengdo do resultado final, por um dispositivo chamado coletor de
lixo ("garbage collector"). Considerando-se a memoria necessaria para se armazenar
cada termo de cada lista, podemos calcular a quantidade de memdria utilizada para um
célculo tdo simples como este. Imagine, entdo, a quantidade necessdria para um
problema real bem mais complexo!

deriv(exprl + expr2) = deriv(exprl) + deriv(expr2)

deriv(exprl*expr2) = deriv(exprl)*expr2 + exprl*deriv(expr2)

Vejamos, agora, como € possivel fazer-se uma manipula¢do mais sofisticada de uma
expressdo algébrica. Consideremos um pequeno programa LISP (vide exemplo 7) que
deriva polindmios, implementando as regras mais simples de derivagao:

simp (dtomo) = atomo

simp(listal + lista2) = simp(listal) + simp(listaZ2)
simp(listal * lista2) = simp(listal) * simp(listaZ2)
simp (numerol + numero2) = numerol + numero?2

simp (ntmerol * numero2) = numerol * numero?2

Temos, entdo, usando as fun¢des LISP anteriormente vistas, um pequeno programa
LISP que realiza derivagdes sobre polindomios.

Se aplicado este programa a expressdo LISP anteriormente comentada, obteriamos

notacao notacao
LISP usual
(+EEE1x)(*x1)1)0) Ix+1x+1+0

Note que o resultado, embora correto, ndo estd simplificado. A simplificagdo em
computagdo algébrica estd, na verdade, longe de ser um problema trivial. Nao é facil
caracterizar-se o procedimento de simplificacdo e, além disso, ndo hda um senso comum



sobre quando uma expressao estd na sua forma mais simples. A "forma mais simples"”
pode variar, segundo o contexto do cdlculo e o gosto do usudrio.

Certas regras bdsicas, tais como

x+0—>x
0*x—>0

1*¥x—>x

devem, quase sempre, ser utilizadas pelo sistema. Considerando-se as regras acima,
poderiamos conceber o simples procedimento de simplificacdo apresentado no exemplo
8, que leva em conta, também as seguintes regras:

Todavia, tal procedimento ndo € completo, uma vez que, se aplicado ao resultado
anterior, retornaria (+ (+ x x) 1, 0que representaria, na notacdo usual, x+x+1. Da
mesma forma, ele ndo simplificaria 1 *1, por exemplo. Se, no entanto, a dltima linha do
procedimento for alterada para que simplifique os termos do produto, poderia ocorrer
uma recursdo infinita no caso de um produto de termos ja simplificados como3 * x.

Em geral, deve-se ter certo discernimento na aplicagdo de uma regra de simplificacdo,
pois € freqiiente sua aplicagdo impensada levar a uma expressdo mais complicada que a
original.

Hoje em dia, trabalha-se no desenvolvimento de procedimentos heuristicos de
simplificacdo, que avaliem se e onde uma simplificacdo deve ser feita. De qualquer
forma, a pessoa mais indicada para decidir qual a forma simplificada de uma expressdo
€ o proprio usudrio. O sistema algébrico deve oferecer varios recursos de simplificagdo,
decidindo a utiliza¢do de alguns e permitindo ao usudrio a utilizacdo dos que julgar
convenientes, ou mesmo impedir a sua aplicacio automatica.

Integracao analitica por computador

Certamente, uma das dreas de desenvolvimento mais interessantes em computacio
algébrica € a integracdo. Muitas pessoas, quando ouvem falar que o computador pode
realizar integracdo analitica, imaginam que ele tenha sido programado com uma tabela
de integrais e que o sistema simplesmente faca uma espécie de busca em tabelas. Mas o
que se tem, € algo bem mais sofisticado e eficiente.

Existem quatro abordagens bdsicas a uma integral, por parte de um sistema algébrico:

1. Busca a padroes: O sistema faz uma inspecdo da integral, procurando
identificar integrais bdsicas que possam ser realizadas imediatamente.
Esta primeira abordagem € de certa forma, uma pesquisa em tabela.

2. Métodos heuristicos: O sistema tenta, aqui, recursos como mudancas de
varidveis e integragdes por partes, até que se caia em integrais bésicas
que possam ser tratadas pela abordagem anterior.

3. Métodos especializados: Aqui, utilizam-se procedimentos especificos,
tais como expansdo em fragdes parciais, no caso de fungdes racionais,
etc...



4. Método geral: Esta é a abordagem mais interessante, tanto do ponto de
vista computacional como mesmo matemdtico. Quando se iniciou o
desenvolvimento dos sistemas de integracdo analitica em computador,
considerava-se que a integracdo nao fosse um processo algoritmico como
a diferenciacdo. Todavia, num trabalho que se inicia com Laplace, no
comeco do século passado, passando por Abel e Liouville, foi possivel
chegar-se ao algoritmo de Risch e Norman que é capaz de decidir se a
integral de uma funcio f pertencente a um campo de fungdes elementares
F pode ser escrita como

,[fdx =Vo+ Z Ci IOng
onde Vye V; € F e C;sao constantes, e também determinar V;, V; e C;.

A integral que puder ser resolvida por uma das trés primeiras abordagens, o serd
eficientemente, pois o sistema passa rapidamente por elas, tendo sucesso ou ndo. Mas
quando ndo tiverem sucesso, ndo informardo se a integral pode ou nio ser escrita na
forma de uma combinagfo de fun¢des elementares do campo delimitado.

J4 a dltima abordagem permite um procedimento de decisdo: se a integral ndo puder ser
expressa em termos de fun¢des elementares, o sistema constata essa situagdo e a reporta.

E interessante notar, porém, que o algoritmo de Risch e Norman, embora seja capaz de
obter a expressdo da integral, quando possivel, exigird considerdvel trabalho, exceto nos
casos mais simples que podem ser resolvidos mais eficientemente pelas outras
abordagens. Sendo, todavia, um processo algoritmico, essa abordagem presta-se muito
bem para ser implementada em computador.

Sistemas de Computacao Algébrica

Embora a Computagdo Algébrica tenha dado seus primeiros passos ha cerca de 30 anos,
s6 recentemente vem desabrochando e se espalhando, com aplica¢cdes nos mais variados
campos de pesquisa em Ciéncia e Tecnologia.

Existem, hoje, varios sistemas para processar calculos algébricos, escritos em diferentes
linguagens de computador. Mais de 40 sistemas sdo conhecidos com esta finalidade,
tendo sido, em sua maioria, criados visando aplicacdes especificas em problemas de
Astronomia, Relatividade Geral e Fisica das Particulas Elementares.

Além das aplicacdes, estes sistemas se diferenciam, também, pelo nivel da linguagem
em que estdo escritos. As linguagens de programacdo podem ser divididas em pelo
menos trés niveis:

1. Linguagem de Maquina. Esta linguagem é constituida de instrucdes
que sdo diretamente assimiladas pelo computador (maquina). Desta
forma, elas sdo mdaquina-dependentes, isto €, dependem da marca e do
tipo do computador.

2. Linguagem Montadora (Assembly). Esta linguagem, embora ainda
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proxima da linguagem de mdéquina, € mais inteligivel pelo usudrio



precisando, no entanto, ser traduzida para aquela, por um programa
chamado compilador, de forma que possa ser entendida pelo
computador. Note-se que esta linguagem também € maquina-dependente.

3. Linguagem de Alto-Nivel. Esta é a que mais se assemelha a nossa
linguagem coloquial. Na linguagem de alto-nivel, os programas podem
ser escritos, por exemplo, em portugués e com notacdo matematica,
devendo, porém, ser traduzidos por um compilador. Em principio, as
linguagens de alto-nivel s@o madaquina-independentes e padronizadas
internacionalmente. Como devem ser traduzidas por compiladores
mdaquina-dependentes, na pratica, sdo necessdrias ligeiras modificacdes
quando se transfere um programa de uma mdquina para outra, de
fabricante diferente.

Os primeiros sistemas de computacdo algébrica foram baseados em linguagens
montadoras e, posteriormente, nas linguagens de alto-nivel FORMAC (uma extensdo do
FORTRAN para manipulagdo algébrica) e LISP. Em particular, os sistemas com
linguagem de implementacdo LISP vem recebendo, nos ultimos anos, uma atencdo
muito maior do que os sistemas com base em FORMAC.
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